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Résumé :  
Le profil analytique de couche limite au dessus d’une plaque plane avec aspiration pariétale est obtenu 
conjointement par résolution numérique du problème de Blasius et analytique par la méthode intégrale 
approximative de Bianchini [1, 2]. 
Les lois obtenues dans le cas d’une aspiration uniforme ou non sont exprimées respectivement par les 
fonctions Lambert ou Erreur. Elles présentent une bonne approximation des profils numériques ou 
expérimentaux. 
Ce résultat permet de dégager l’expression analytique de diverses grandeurs caractéristiques de la couche 
limite et représente, de ce fait, une donnée nécessaire à la modélisation des effets d’aspiration pour le 
contrôle de la couche limite. 
Abstract : 
The analytical velocity profile over a flat plat with suction is obtained jointly by means of numerical 
resolution of Blasius’ problem and through the analytical resolution by Bianchini’ approximate integral 
method [1,2]. 
The laws obtained in the case of homogeneous or variable suction are expressed in terms of the Lambert or 
Error functions. These new laws agree well with experimental or computed velocities. 
This result can bring out analytical expression of several boundary layer features. It gives a necessary data 
to suction effect modeling for boundary layer control. 
Mots clefs : profil analytique, couche limite, plaque plane horizontale, aspiration uniforme, non 
uniforme, Blasius, Bianchini, fonction Lambert, fonction Erreur. 
1 Introduction 
Le procédé d’aspiration de couche limite est efficace pour retarder son décollement en prolongeant le régime 
laminaire. Une méthode utilisée en aéronautique est la multiperforation des parois. 
L’investigation de l’écoulement stationnaire, bidimensionnel et laminaire au dessus d’une plaque plane 
poreuse sans incidence [2, 3, 4, 5] est d’un grand intérêt pour la compréhension du phénomène d’aspiration 
de la couche limite. 
La modélisation des effets d’aspiration peut nécessiter l’expression analytique des grandeurs caractéristiques 
de l’écoulement en particulier le profil de couche limite. 
Kay [5] a effectué des mesures de vitesse en soufflerie sur une plaque plane avec aspiration uniforme. La 
distribution verticale des vitesses a été décrite par la fonction exponentielle. 
Palekar et Sarma [2] ont appliqué la méthode intégrale approximative de Bianchini sur une plaque plane avec 
aspiration uniforme ou non. Ils ont déterminé une solution analytique du profil de couche limite exprimée par 
la fonction erreur dans le cas de l’aspiration non uniforme. Cette loi n’a pas été comparée au profil réel de 
Blasius. Dans le cas de l’aspiration uniforme, la solution a été obtenue sous forme asymptotique. 
Dans une étude plus récente, Aydin et Kaya [3] ont considéré la résolution par les méthodes des solutions 
autosemblables et de différences finies des équations de couche limite. Les solutions numériques trouvées 
présentent une bonne concordance. La condition limite relative à l’aspiration pariétale a été prise quelconque. 
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Dans cette communication, nous présentons la démarche qui a permis de fournir les lois de profil de couche 
limite avec aspiration uniforme ou non voire pour la plaque imperméable. La condition limite correspondant 
à l’aspiration non uniforme nécessaire à la résolution de l’équation de Balsius est à déterminer à partir des 
résultats de la couche limite sans aspiration. La solution analytique des équations de couche limite obtenue 
par la méthode intégrale approximative de Bianchini est validée et ajustée pour s’identifier à la solution 
numérique autosemblable de l’équation de Blasius ou aux résultats expérimentaux de Kay[5].  
2 FORMULATION MATHEMATIQUE  
On considère le cas d’une plaque plane à zéro incidence plongée dans un écoulement 2D incompressible et 
stationnaire de vitesse U (figure 1). L’origine de l’axe x est pris au bord d’attaque de la plaque, l’axe y lui est 
normal et nul à l’extrados. Lorsque la plaque est perméable, la vitesse d’aspiration pariétale vp uniforme ou 
non est orientée vers les y négatives. 
La vitesse transversale à la frontière de la couche limite est vs(x) et l’épaisseur de couche limite est δ, indicée 
« s » dans le cas sans aspiration, « au » avec aspiration uniforme et « anu » non uniforme. 
 
 
 
 
FIG. 1 – Schéma de principe du problème. 
Les équations de base commune aux deux méthodes utilisées sont les équations de Prandtl de la couche 
limite sans gradient de pression : 
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Avec les conditions limites suivantes : 
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Lorsque la plaque est imperméable, la vitesse d’aspiration à la paroi est nulle : 
 0=psv  (4) 
Pour une aspiration non uniforme, l’expression générale de la vitesse d’aspiration pariétale vp est imposée 
par la condition d’existence des solutions autosemblables de l’équation de Blasius, elle s’écrit sous la forme : 
 
x
c
v panu −=  (5) 
Dans le cas de l’aspiration uniforme, la vitesse pariétale est notée : 
 0Vv pau −=  (6) 
Cette dernière est choisie de l’ordre de : 
L
U
Re
, L étant la longueur de la plaque. Cette condition permet de 
négliger l’effet de puits sur l’écoulement potentiel extérieur, qui peut être considéré non perturbé par 
l’aspiration appliqué à la paroi de l’obstacle [6]. 
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2.1 Solution autosemblable de l’équation de Blasius 
Elle est valable dans le cas de la plaque imperméable ou avec aspiration non uniforme. 
En posant : 
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L’équation de continuité (2) aboutit à  :  
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On obtient le problème de Blasius : 
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Avec les conditions limites : 
 Dans le cas sans aspiration : 
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 Et dans le cas avec aspiration : 
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Où ( )0anuf  est la condition limite manquante à déterminer à partir de (5) et (8) soit : 
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( )0anuf  est nécessairement constante, d’où : 
 ( ) xpanuanu U
vf Re20 −=  (13) 
On définit le paramètre Pa d’aspiration par l’expression : 
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La vitesse vpanu(x) est déterminée en l’identifiant à la vitesse transversale vs(x) à la frontière de la couche 
limite en l’absence d’aspiration soit : 
 
( ) ( ) ( )( )sssssspanu ff
x
U
vv δδδδ ηηη
νη ′−+==
2
1
 (15) 
sδη  étant la valeur de η à la frontière de la couche limite en l’absence d’aspiration (figure 1). 
En utilisant la relation (15) dans (13), on obtient la condition limite manquante : 
 
( ) ( ) ( )sssssanu fff δδδ ηηη ′+−=0  (16) 
Celle-ci s’exprime en fonction des grandeurs de l’écoulement sans aspiration étant donné qu’il s’agit bien de 
corriger ce dernier pour prolonger son régime laminaire. Il en résulte un problème bien posé pour la plaque 
plane avec aspiration non uniforme. 
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2.2 Solution par la méthode intégrale de Bianchini 
Il s’agit de la méthode intégrale approximative de Bianchini [2, 3] valable pour une aspiration uniforme ou 
non voire pour le cas sans aspiration. Cette méthode présente l’avantage de s’affranchir au besoin de la 
condition de similitude sur vp (5). 
Les équations de bases sont celles de Prandtl (1) et (2) avec les conditions limites (3). L’hypothèse de base 
de cette méthode est de poser pour le profil de vitesse la forme suivante : 
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Où h(x) est la fonction d’échelle inconnue à déterminer. Le choix de la fonction Erreur présente l’avantage 
d’une bonne approximation de la solution exacte de Blasius en l’absence d’aspiration [3]. 
L’intégration par parties entre zéro et l’infini des équations (1) et (2) et en tenant compte des conditions (3), 
aboutit à une équation différentielle en h(x) avec une condition limite : 
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vp peut prendre les différentes formes (4), (5) ou (6) aboutissant aux approximations analytiques des profils 
de couche limite respectivement au dessus d’une plaque imperméable, pour une aspiration non uniforme et 
pour une aspiration homogène. 
2.2.1 Cas de la plaque imperméable 
En remplaçant dans (20) la valeur de vp par (4), on aboutit à la solution : U
x
xh ν122)( +=
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2.2.2 Cas de l’aspiration uniforme 
La solution de (20) moyennant la condition (5) s’écrit : 
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Où W est la fonction spéciale Lambert, 
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b να31 = , 
( )
ν
pi
2
21
2
Ub +=  et ( ) 12ln3 −= νb . 
Soit : 
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Où γ est un facteur correctif choisi de telle sorte que cette approximation coïncide avec les profils 
expérimentaux relevés dans la littérature. 
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2.2.3 Cas de l’aspiration non uniforme 
vp est identique à (5) mais la constante c est prise sous la forme :  
 ( )0
2 anu
fUc νβ=  (24) 
Où β est un coefficient correctif de la vitesse d’aspiration, déterminé de telle sorte que le profil analytique de 
couche limite obtenu avec cette méthode coïncide avec le profil numérique de Blasius pris comme référence. 
Une solution particulière de (20) est : 
 ( ) xkxh =  (25) 
En reportant (24) et (25) dans (20) et en retenant la solution positive, on obtient : 
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(24) et (26) donnent : 
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A partir de (17),(18), (19), (25) et (27), le profil analytique de vitesse dans le cas avec aspiration non 
uniforme s’écrit : 
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3 VALIDATION DES NOUVELLES LOIS 
Le problème de Blasius sans ou avec aspiration a été résolu numériquement par l’utilisation de la méthode 
conjointe du Tir et de Runge-Kutta. Le code a été d’abord validé sur le problème de Blasius sans aspiration. 
La figure 2 compare, en l’absence d’aspiration, les profils expérimentaux tirés des courbes de Kay[5] et 
numérique de Blasius avec le profil de l’équation (22). Cette nouvelle approximation analytique coïncide 
bien avec le profil numérique de Blasius sans aspiration et décrit tout à fait les profils expérimentaux. Par 
conséquent, le choix de la fonction erreur comme hypothèse de base de la méthode de Bianchini est plausible. 
   
 
 
La condition limite du problème de Blasius avec aspiration non uniforme obtenue par résolution numérique 
est )0(anuf =1,6668. Cette valeur remplie la condition d’existence de la solution citée par [4] soit : )0(af >-
0,8757. 
U
u s
U
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FIG. 2 – Validation de la loi de vitesse sans 
aspiration par les mesures expérimentales de 
Kay[5] et par le profil numérique de Blasius. 
FIG. 3 – Validation de la loi de profil de couche 
limite avec aspiration non uniforme par le profil 
numérique de Blasius. 
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Le paramètre d’aspiration (14) Panu=-0,8334 correspondant à )0(af ′′ =1,019 est en bon accord avec les 
travaux répertoriés dans [7] donnant pour -2,5 ≤ Pa ≤ -0,75 un intervalle 0,945 ≤ )0(af ′′  ≤ 2,59. 
Le profil de couche limite (29) obtenu par la méthode de Bianchini donne une bonne approximation du profil 
de Blasius ( )ηanufU
u
′=  en prenant comme valeur du coefficient correctif de l’aspiration β=0,7 (figure 3). 
Ceci conduit au profil de vitesse ayant pour expression simple : 

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. 
La figure 4 compare les profils expérimentaux issus des courbes de Kay[5] dans le cas de l’aspiration 
uniforme avec les profils obtenus par la nouvelle loi (23). Ce nouveau modèle, moyennant le coefficient 
correctif γ=0,6, lisse convenablement les points expérimentaux. 
                             
FIG. 4 – Validation de la nouvelle loi de vitesse pour une aspiration uniforme par les mesures expérimentales 
de Kay [5] pour v0/U=0,0029 ; (a) Rex=2,49 105 ; (b) Rex=5,37 105; (c) Rex=8,35 105. 
4 CONCLUSION 
La condition limite du problème de Blasius avec aspiration non uniforme est exprimée en fonction des 
caractéristiques du problème sans aspiration. 
La résolution analytique de l’équation issue de la méthode intégrale approximative de Bianchini est 
présentée. Elle mène à de nouvelles approximations analytiques par les fonctions Lambert ou Erreur des 
profils de couche limite avec aspiration uniforme ou non et même dans le cas sans aspiration. 
Ces nouvelles lois de vitesses issues de ce travail ont été validées par une comparaison avec les profils 
numériques de Blasius et ou expérimentaux tirés de la littérature. Cette confrontation a montré la pertinence 
de ces approximations dans tous les cas de figures. 
Les grandeurs caractéristiques de la couche limite peuvent être facilement déduites sous forme analytiques 
de ces profils de vitesses. 
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